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O^'gclto della presente Memoria è la rappresentazione geometrica di 
alcuni invarianti e covari.anti delle forme binarie di grado qualunque. 

1. Preliminari. Siano a; ed y due variabili; attribuendo al loro rap- 
porto x:y tutl' i valori possibili, l'insieme di questi valori costituisce 
un sistema binario Rappresentazione del sistema binario è il concetto 
del continuo nel quale si pongono le determinazioni .t:y. Ad ogni deter- 
minazione x-.y corrisponde nel continuo un elemento; xoày sono le sue 
coordinate; gli elementi corrispondenti ad x=i) oad p=0 sono gli ele- 
menti fondamentali. 

La più semplice rappresentazione geometrica del sistema binario è 
data dalle formo geometriche elementari di 1* specie, cioè dal sistema 
dei piani o dei punti appartenenti ad una retta , e dal sistema delle rette 
concorrenti in un punto e poste in un piano. Indicando con » e /3 gli cle- 
menti fondamentali, e con ® rdomcnto determinato dal rapporto x:y, 
si prenderanno per a: ed ^ le espressioni 

sennn senS>< «u 

sen«3 scnjSx * 

secondo che si consideri un sistema di piani o di rette, o pure un si- 
stema di punti. 

• ( 
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Forma binaria pura (*) di grado n è un polinomio omogeneo di grado n 
riapcllo alle variabili (ar.y). Prenderemo per una tale forma l’una o l’al- 
tra delle espressioni 

.. . a .1 **(a — 1) • • 

+ V - 




njn-i) 

1.2 


Ky' 


-bx' 


sicché per r-|-s=n sarà a=b^\ se il grado n della forma è un numero 
pari 2m porremo a_=é_=c. 

Adoprcremo ancora per indicare la forma binaria U le notazioni 


«t “.)(*•»)’« • *1 • é. à.) (» . *)' . 


e finalmente l'altra 

U=(ix-hty):=(i.x)Sx.y)", 


intendendo che, dopo lo sviluppo della potenza n”' del binomio ^x-Fn'J 
gli esponenti di g ed n si mutino io indici , e si riguardino ed n, come 
due ombre cho abbiano un significato di quantità solamente nella combi- 
nazione (supposto r-(-s=n) essendo allora ^ »i,=a,==é,- 
L’equazione U—0 con lo sue n radici x:y determina n elementi a 
nel sistema il grupjìo C, di grado n degli elementi a sarà la rappre- 
sentazione della forma U. Si diranno ancora a> gli elementi di U. 

Se il gruppo (<»,, a, . ..®j . . .4)^) è la rappresentazione di U potrà sup- 
porsi 

U = (Xji,— yi,) {xy,— yxj.... (xy,— yx,) .... (xy.— yr.) , 
e sarà allora 

estendendo la somma v a tutt’i prodotti di una combinazione fi' di r tra 
le X, per una combinazione II' di < tra le y. (supposto r-|-s=n) e le com- 
binazioni delle X e delle y^ che si moltiplicano tra loro essendo comple- 
mentari, cioè tali che gl’indici delle x sieno diversi da quelli delle y. 
Se un polinomio è omogeneo c dei gradi n, , n,. ..n,. . .n. rispetto ai 


(’) SvLvcnTEtt — On th« Pfincifle» of (Hm Cd/cti/iu of formi. Cimbnilgc lod Dublia Milbc Jour* 
Adi. Voi. VII, Vili, iX. 
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diversi siatemi di variabili (a;,, y,), [x,, y,)...{x^, y)---{x^,yj ai dirà 
quel polinomio forma binaria mista dei gradi (n,, Per 

esprimere una tale forma adoprereino la notazione ombrale 

f(l 

= (5. . . «Jv -(5. (5- ■"-)«.(*.. S.)"' (*.. ft.)’* — (*i • 

La rappresentazione della forma mista U{1 ,ì. , .i. . .m) dà luogo ad 
una dipendema G(n,, tra più elementi . .x.. ..a>J 

tale che presi ad arbitrio tutti questi elementi, ad eccezione di un solo 
tra essi per volta, per esempio a>,, si hanno n, posizioni corrispondenti 
per questo elemento. 

Se in due sistemi binarli ^ e 2' le variabili [x, y)ed (x', y’) sono le- 
gate tra loro dalle relazioni 

(1) Ì = ax’4-Psi', 

si dirà che il sistema 2' è la trasformazione lineare del sistema 2 i 1® 
quantità A=»d — è il determinante o modulo della trasformazione. 
Le coordinale [x, y) dei diversi elementi di 2> I® quali sono assogget- 
tate tutte alla stessa trasformazione (1), si dicono variabili cogredienti. 

Consideriamo un numero qualunque di forme binarie (£/„ 
pure 0 miste, di variabili cogredienti, e siano {U\, U',...V' ... UJ le loro 
trasformate lineari per mezzo delle formolo (I); chiamiamo simili due 
funzioni ^ e 4>', allorchò è formata con le variabili {x, y) contenute 
nelle forme U e con i coefficienti di queste formo, nello stesso modo 
che è formata con le variabili corrispondenti (x', y') contenute nelle 
formo ir c con i coefficienti delle medesime forme. Se le funzioni simili 
4> e sono tali che 4>' si distingue dalla trasformata lineare di sola- 
mente per no fattore, potenza del modulo A della trasformazione, si 
dirà $ un covariante del gruppo di forme {U, , U,. . .V,... UJ. Se poi 
le funzioni simili 4> e contengono i coefficienti delle forme proposte, 
senza contenere le variabili (x, y), (x‘, y'), e 4>' non si distingue da <t> 
che per un fattore, potenza di A, si dirà $ un invariante del gruppo 
di forme ({/,, . ,Z/,. . . £/J. 

Siano (®., («tj, due gruppi di funzioni 

simili, relative ai gruppi di forme (f,, U,...L\...U ), (L'i, V',...L", ...U'J-, 
se quei gruppi di funzioni sono tali che le funzioni (4>’, “fri ... <l>,' ... ♦i) 
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si possano esprimere linearmente por mezzo delle trasformate lineari 
delle funzioni (<t, i coefficienti in queste relazioni li- 
neari essendo formati con i soli coefficienti «, y,S della trasforma- 
zione, si dirà (4>,, <I>. . . . <t>, . . . un pUtto covariante del gruppo di 
forme ({/, , U,. . .U,. . .U.). Il plesso covariante diverrà plesso inrariante 
allorché le funzioni $ non contengono le variabili (a;, y), e le funzioni 
4>,' si possono esprimere linearmente per mezzo delle funzioni •!», . 

Ai covarianti ed agl'invarianti si dà il nome comune di concomitanti, 
come ai plessi covarianti ed invarianti si dà il nome comune dj plessi 
concomitanti: è chiaro che i concomitanti ed i plessi concomitanti invece 
di riferirei a forme binario, pure o miste, si possono riferire ai gruppi 
di clementi, o alle dipendenze tra gli clementi del sistema binario, che 
sono le rappresentazioni di quelle forme ; li diremo perciò semplice- 
mente concomitanti o plessi concomitanti del sistema. 

Essendo a; ed due elementi di 2. Tcsprcssionc 


si dirà potenza di ® rispetto ad ®,, e l’espressione 

sarà la potenza di <s> rispetto al gruppo (»,, ®,. . . ,®J. 

Considerando le espressioni 

relative allo coppie (»,,®,), (®'i®”) di elementi corrispondenti dei si- 
stemi X e 2'i si avrà evidentemente 


(i) AP»' = P.6I,«.^ , 

adunque l'espressione P.ai,oi, è un concomitante del sistema. In gene- 
rale ogni espressione omogenea rispetto alle quantità P.a> ai , rela- 
tive a diverso coppie di elementi ® ), sarà un concomitante. 
Consideriamo i due gruppi corrispondenti di elementi 


dei sistemi e 2'i e le espressioni corrispondenti 


formate, come si è detto precedentemente, con 


le loro coordinate; è 
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facile vedere che ciascuna delle quantità fi' (r, a), per lutti gli n+ 1 va- 
lori di r ed t che danno r-t->=n, si esprimerà linearmente per mezzo 
delle n-t-1 quantità II(r,s), i cocIBcienli in queste relazioni lineari 
essendo formali con i coelBcienti della trasformazione; le «-+-I 

espressioni Il(r, t) formano quindi un plesso concomitante. Se V ed U’ 
sono le forme binario rappresentale dai gruppi G, c G’, ponendo 


U={ix+r.y)l. U'={Vx-+x'y'):, 

sarà 5'=r«|-hVTi. s'=^ + lr, , sicchò essendo 

t,iì,=o,=6,=u(r,i) , = , 


SI avru 
(3) » (r,.)=v 




*'■ ,3 ■ # 2 11 (r, H-f , , r,+s,] 


la somma ^ estendendosi a luti' i valori che verificano le condizioni 
r.-f-r.=r, 4 ,+».=», r-t-»=«. 

Il plesso delle qantità FI (r, t) non è altro che quello dei coefficienti 
(a,, &,) della forma V. In particolare le quantità 


(*'. ■''■‘y f) 

formeranno anche un plesso concomitante. 

2. EUmenti armonici dei diverti ordini. Sia U una forma binaria pura 
di grado n, e sia G. il gruppo degli clementi <u da essa determinato. Po- 
nendo in U=0 per a; ed y le espressioni 


X=ix,+r,x^ , ■ , 

e facendo per brevità 




(in cui e dinotano i segni di derivazione rispetto alle variabili x 
ed y) si avrà l’una 0 l’altra delle equazioni 


(I) 


r-n’e;G, , 

.--raJG. H-r9;G,=0 . 


gl’indici i ed; di U dinotando che dopo le derivazioni si pongono le coor- 
dinate di 0 ), 0 di i»y invece di quelle di «. 
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Le radici g:»i o deH'equaiiooi (1) sono i rapporti p j - ~ t o i 

Ira le potenze dei diversi clementi a di G, rispetto agli elementi (a, , a,), 

/ P.« %» \ /P,*» . 4» \ 

o pure (a,,aj; quindi indicando con ^ ). e co» Vplit’ J 

le somme dei prodotti ad r ad r e ad i ad s dei detti rapporti, si avrà 



Ciò posto; se si riguarda come dato l’elemento a, , o puro a, , e si pone 
l’una u l'altra delle condizioni ©'L',=0, ©_'U =0, si avrà un gruppo 
di r elementi a,, o di s clementi a., che indicheremo con G, , e G^_^, 

per i quali si ha — " ) = 0, o pure — elemen- 

ti dei gruppi C,., c G,., si diranno rispettivamente gli elementi armonici 
iC ordine r o s di a. o di a, ritpello al gruppo G, ('). 

Chiamiamo i numeri r ed s complementari rispetto a n quando r-|-s=n; 
essendo allora , per le equazioni (1), identicamente ©^ U.—Q]Ij. si avrà 
la proprietà : se r ed s tono complementari ritpetto ad a, ed i un ele- 
mento armonico d'ordine r di a, rispetto al gruppo G., sarà a, un elemento 
armonico d'ordine s di ai, rispetto al medesimo gruppo G„. 

Segue dalle cose dette che il gruppo G,,, degli elementi a armonici di 
ordine r di a_ rispetto al gruppo G^ sarà determinato dall’ equazione 
©”"'t'=0, quindi gli elementi armonici d’ordine s di a_ rispetto al grup- 
po G_, _ saranno dati dall’equazione 0,"’(©]'"'t’)=0’ X'=0, la quale 
dinota ancora gli elementi armonici d’ordine s dia, rispetto a G, ; adun- 
que se G,,, é il gruppo degli elementi aniionici iFordine r di a, rispetto a G , 
gli eleincnti armonici d'ordine s di a. rispetto a G , supposto s <r, saranno 
anche gli elementi armonici d'ordine s di a_ rispetto a G, 

Essendo ©“L'=0 e 0][‘‘t'=O le equazioni che determinano i gruppi 
G,., e G, , degli elementi armonici d’ordine r'cd s di a, c di a rispetto 
a G,i gli elementi armonici d’ordine r-f-s — n di a rispetto a G, , e di 
rispetto a G, , saranno dati rispettivamente dglle equazioni ©^''©”"'t'=0, 
e ©,’^©*“'L'=0, le quali non dilferiscono tra loro, poiché si ha eviden- 


, {'i hlrcdvùtne ad una teoria ^tometric-a curva pitj*«. 
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temente 0.0_=©_©^; adunq«eKG^,;« G, . sorwritpMivamcnte i gruppi 
degli elementi armonici degli ordini r ed s di as^ ed a. riepetto a G^,gli ele- 
menti annonici d’ordine r-4-8 — n di ritpetto a G, , coincideranno con gli 
elementi armonici dello stesso ordine r-t-s — n di oj^ rispetto a 
Se l'elemento ai. è multiplo d'ordine m nel gruppo C. determinato dal- 
l'cquRzinne t/=0, questa avrà la forma [xy^ — y.c.)"u=0; indicliiamo 
con G il gruppo corrispondente ad u=0. L'equazione &'~'U=0, di- 
verrà in tal caso ©J '(aiyj — i/xj'«=0, esarà evidentemente divisibile per 
la potenza [s — n-t-ni)"” di xy—yx^ ; segue da ciò che l'elemento ®. sarà 
multiplo d'ordine s — n-(-m nel gruppo ^ determinalo da 0’~‘[/=O; 
adunque se un elemento ®, i mnlliplo d’ordine m in un gruppo G^, esso sarà 
multiplo d’ordine s — n-|-m nel gruppo G,_. degli clementi armonici d’or- 
dine s di un elemento qualunque Xj rispetto a G. . 

Ritenendo la stessa supposizione riguardo alla mulliplicità di m,, l'e- 
quazione 

'(ijf.— yi,)"«=0 , si ridurrà ad jx,)"e""w=0 , 

osservando che si ha ©Jìti/, — segue da ciò che reicmenlo 
sarà multiplo d’ordine m nel gruppo G, . dei suoi elementi armonici 
d'ordine r rispetto a G,, ed i rimanenti r — m elementi di G, , saranno 
gli clementi armonici d’ordine r — m di a, rispetto al gruppo G ^ . che 
con l’elemento multiplo ®, costituisce il gruppo proposto G.; adunque 
se un gruppo G^ i costituito da un elemento multiplo d‘ ordine m e dal 
gruppo G^, di n— m altri elementi, il gruppo G,_j degli elementi armonici 
d ordine r di x, rispetto a G. sarà costituito da x, , anche elemento multiplo 
d'ordine ni , e dagli elementi armonici d’ordine r — m di rispetto a G^__. 

Se w=r-|-l , l’equazione 0"'u=:©’'" 'h=O, sarà soddisfatta iden- 
ticamente, essendo n — m il grado di u; io tal caso gli elementi armo- 
nici d’ordine r (o quindi anche quelli d’ordine inferiore) di®, rispetto a 
G, saranno indeterminati. 

3. Emananti puri e misti; armonizzanti. La forma ©"G rappresentata 
dal gruppo G^ , degli clementi armonici d'ordine n — m di un elemento 
rispetto al gruppo G^, corrispondente alla forma U, si dice l’emanante 
puro m"“ di U rispetto ad {x^, yj, o puro rispetto ad Ogni forma bi- 

naria pura U di grado ii ha quindi n — 1 emananti puri rispetto ad un 
elemento, cioè ©,‘G, forme di 1“ grado nei coefficienti 

di U, dei gradi l,2....n — 1 rispetto ad (a;,, yj, e dei gradi n — 1 , 
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n — 2...1 , rispetto alle variabili [x, y). L'emanante d’ordine zero è la 
stessa forma V. Per l’emanante n"' di U si ha ©’t'=l. ì...nU^, cioè 
tale emanante è una costante; gli emananti d’ordine superiore ad n sono 
poi eguali a zero. 

Se i numeri r ed a sono complementari rispetto ad n, si avrà, (per le 
formole (2) del numero procedente scambiando tra loro r ed s) 


(t) 


«'t;, _ 


e(»’ tr 

1.2...rX1.2...« 


=2P(",'*#r)P(**^w,a) , 


'estendendo la somma ^ a tutt’ i prodotti di ciascuna combinazione 
P(as_a),r) di r tra le potenze di rispetto ad r elementi a del grup- 
po C,, per la combinazione complementare P{a^a.',s) delle potenze P.x,a> 
di a.', rispetto ai rimanenti » elementi ai dello stesso gruppo G, . 

Le coppie di clementi ®, ed che verificano Tequazione 


B{r,l)V=O\H‘(Jz=0 , 


si diranno appartenere all' emanante misto di U, rispetto ad (x_, s.), 
(0 fispetto afio-’.i®,) f corrispondente alla fiartiiione (r, s) di ti. 

Generalmente la forma ..©,.'17 G dicesi emanante misto di C 

rispetto allo variabili (J,, y,), {x,, yj....(x^.,, y,. J, (o pure rispetto 

agli clementi a),, aj, <!■ multiplicitù n., n, P®*'®'’'!® 

gli elementi a: determinati da quell’ema- 
nantc misto si diranno elementi armonici d’ordinQ rispetto a G„, rela- 
tivi agli clementi (®, , di multipliciU'i Se i 

numeri n^_, sono eguali all’ unità si indicherà ancora l’c- 

manantc misto più brevemente con @(^ — !){.'. I gruppi di clementi 
(aq , 4',. . .a:,) clic verificano l’equazione 

e (it, , n, . . . ii„ ) t;= «7 bJ'U = 0 , 


si diranno appartenere all’ emanante misto di L' rispetta ad (x,,y,J, 
y .) 1 y».) . (o pure rispetto ad a:, , corrispondente alla 

partizione (n, , n,. di n. 

E.ssendo L'=i ^x-hny i=0 , si ponga 

ti) r=t,x,+ t,x,...^^x,...+l^x^, y = 

si avrà pel coefliciente del termine dello sviluppa di U in cui le potenze 


0 
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(Ielle t corrispondono alla partizione di ?t, l’espressione 


1.2.. n 




"I ", 

e, e, ...e^ V 


1.2...n,X1.2...n,X-Xl-2-«^’ 


osservando che in generale si ha 
Si avrà dunque la relazione 

(3) 2: J’(». . ». • • -"m)*.''.*- • .<^"=0 . 

la somma estendendosi a tutte le partizioni («,, n....n,,) di ». 

Ora l’cquazioni (2), per ciascun elemento <» del gruppo G„ detcr.minato 
dall’equazione U—0, danno la relazione 


+ -M^P. U^O = 0 , 


sicché moltiplicando tra loro le n relazioni analoghe , corrispondenti ai 
diversi elementi di G,, si avrà evidentemente 


(4) • 


il primo ^ estendendosi a tutte le partizioni(n„ »,...»..) di n.edilsccondo 
per ciascuna di questo partizioni, estendendosi a tutt’i prodotti delle 
combinazioni complementari, corrispondenti agli elementi 
della partizione, delle potenze P.aix dei diversi clementi oo, rispetto ai 
diversi clementi del gruppo G^. 

Dal paragone dell' equazioni (3) e (4) si trae la relazione 


(5) «(»..»•■ »,.)G=1.2 ..»,X 1-2-n.X- X 1 •2 - »,.2P(".",».)P(".",nJ-P(",.'“.n,.). 


Le relazioni (1) e (9) mostrano ad evidenza che ogni emanante della 
torma G ò un covariante di U. 

Per ottenere un gruppo (®, , ®,. . di clementi appartenenti all’e- 
manante misto 0(n,, n,...n^)U, si troverà il gruppo G,_,.. degli ele- 

i 
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- lo- 
menti armonici d'ordine n — n, di un elemento arbitrario <x, rispetto a 
0,, indi il gruppo degli elementi armonici d’ordine n— »,~n, 

di un altro elemento arbitrario rispetto a G,_,, , e cosi di seguito sino 
all’elemento arbitrario di cui si troverà il gruppo G,^.^_, degli ele- 
menti armonici d’ordine rispetto al gruppo precedente 
sarà il gruppo la rappresentazione deli'emanantc misto 

», 

0.0 V' ^ ’ 

gli clementi arbitrari! poi i',, ed un elemento qualunque del 

gruppo G,^.^_, apparterranno all’ emanante misto ©(«,, n,...n^)U. 

Essendo se il groppo (a>, , appartiene aH’cma- 

nantc misto di G corrispondente alla partizione (n„n,...n^) di n, e su- 
gl’ indici 1 , 2 ... fi delle a> e delle n si esegue una stesila permutazione , 
il nuovo gruppo apparterrà ancora al nuovo emanante. 

Consideriamo il più semplice degli emananti misti, che corrisponde 
alla supposizione dei numeri n,, n,...n^ tutti eguali aH’unilà, c quindi 
a quella di i*=n. Indicando questo emanante con &[n)U sarà 

« (n) G = (r, Zl,-|- flj )(*. y.Oj)... ÌI.D.+ y,D,)...{xJ),+y,l),)U 

(0) 

il primo 2 estendendosi a tutte lo partizioni (r, s) di n, ed il secondo 
per ciascuna di queste partizioni, estendendosi a tutt’i prodotti dcllccom- 
binazioni complementari di r tra le .r, o di s tra le y . Gli clementi 
(»,, die verificano l'equazione 0{n)G=O si diranno con- 

iiijali armonici rispetto ad U. 

Essendo 

G = a, x'-f- 

indicliiamu con 

-t-jD,xy'-’+ll,y’, 

la forma die eguagliata a zero determina un gruppo di elementi 

(•■!,, lU, — vj 
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coniugali armonici rispetto ad U-, poiché 


1.2...S 


(la sumina estendendosi a tutt'i prodotti dello combinazioni complc- 
mciilari di r tra le a:, e di « tra le pj, osservando che si ha 


1.2.3...n~"'~ 


K 


l'equazione (G) darà, per la condizione adìnchò il gruppo determinalo >la 
H sia coniugato armonico rispetto ad V, la relazione (7) 


1 «11., «("-1), I ' 






dovendosi prendere i segni superiori o grinferiori, secondo che né pari 
0 dispari. Allorché l’equazione (7) é vcrificaUi le due formo U ed ii si di- 
ranno coniugate armoniche tra loro. 

Se (a,, i-,...® sono gli elementi stessi di f/ l’equazione (7) sarà 
verificaia identicamente per n di.spari, o si ridurrà per n pari ad 


IU= 


Se(B)f; 

ix:.'» 


«J.—jO.K- 


1.2 


* j a « 


dovendosi prendere nell’ultimo termine il segno supcriore o rinfcrioro 
secondo che ^ è pari o dispari. Si ha dunque la proprietà; gli dementi di 
una forma binaria sono coniugali armonici rispetto alla forma stessa se la 
forma i di grado dispari, e guando la forma è digrado pari, allorché si an- 
nulla l’ invariante quadratico I della stessa forma. 

Chiameremo l’invariante IV Harmonizzanle di U. 

Per la formola (5) T emanante misto Q(n)U rispetto al gruppo 
(®,, ) sarà espresso da 




la somma v estendendosi a tutte le permutazioni tra gli n elemenli ac del 
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gruppo C.. Se (*, , è lo stesso gruppo G. degli elementi di 

V sarà quindi identicamcnto , per n dispari, 

e per n pari l’invariante quadratico IV sarà espresso da 
1 

IV = V />. 41 wP. ù, 41 , . . P. « 41 , 

1.9...n * 

siecliè quando la forma V è armonica con sè stessa si ha la condizione 

2ÌÌP.M,mP. 4»,W..,.P.ft*^41 = 0 . 

K chiaro poi che in queste tre ultime forinole è inutile considerare 
quelle permutazioni degli clementi di U, che danno nella somma ^ po- 
tenze fra elementi coincidenti. 

4. Annoniaanti degli emanatili, covarianti tusociati, ed altri conconti- 
tanti. Consideriamo i diversi emananti puri di L' rispetto ad un elemento 
(x,, cioè 

o,U , 9\V »;■“ U ep’ U : 

eguagliando a zero I’ armonizzante dell' (n — 1 »)"“ di essi (supposto m 
pari), si avrà l’equazione (1) 

ru, d"V, m d'U, d'U, m(m-l) rU, iTU, 
dx” ' dg" 1 diT-'dg ' dxdg"-' 1.2 ' dx'^'dy' ' dx‘dg'-‘ 

ili 2“ grado nei coefficienti di U, c del grado 2(n — m) nelle variabili 
(^11 y,); essa è un covariante di V, c determina 2{n — m) elementi 
per ciascuno dei quali gli elementi armonici d’ordine m, rispetto al 
gruppo G, corrispondente ad U, costituiscono un gruppo G_^di elementi 
coniugati armonici rispetto allo stesso gruppo G^ Dando ad m i diversi 
valori pari compresi da n— 1 ad 1 , e ponendo [x, y) invece di {x,, yj, 
si avrà cosi una scala di covarianti di V (che si diranno gli armoniz- 
zanti degli emananti di V) lutti di 2” grado nei coefficienti di V, e rispet- 
tivamente nelle variabili (x, y) dei gradi 2, 6, 10...2(n — 2), o pure 
4,8, 12...2(» — 2), secondo che n è dispari o pari. L’ultimo di questi 
covarianti espresso da 

dx' dy' \dxdy/ ’ 

dicesi Vllessiano di V, c dinota 2(n — 2) elementi, por ciascuno dei quali 
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gli clementi armonici di 2“ ordine rispetto a G, costituiscono una coppia 
coniugata armonica con sè stessa, vale a dire quegli elementi armonici 
di 2° ordine sono tra loro coincidenti. 

Sia il gruppo di elementi (a.’,, determinato dall'equa- 

zione 




1 

”» ..I .« /V 

-+-9.9=0; 

si troverà facilmente (supposto m<n) per Tcmanante misto 

^pressione 

, ,,, ru m ru 

m ru ru 

^ 1 ■ 

quindi ponendo fV=» — m, ed 


A,= 0,9.— 






(sicché per r-^-i=-N si ha A,=D,) verrà 


ii(n— • 1 ‘ ’ 


Allorché iVèpari, esprimendo la condizione alBnchè la forma (2) sia 
armonica con sè stessa, si avrà 


„ ,V , „ A'tJV-t) . „ 
m+ir • ‘ •• 

±1 i — ài f C‘=0 


equazione di 2° grado noi coelTicionti di (/ e di V’, che sarà un covariante 
misto di U, di 2* grado nei coellicienti di questa forma, o di 2° grado 
fra lo variabili (x,, y,), coordinate dei diversi elementi «, del gruppo G,; 
questo covariante è tarmoniszanle dell' emanante Q[m)U. Se più elementi 
X, del gruppo G^ si riuniscono in un solo, in modo che si abbia invece 
di G„il gruppo di clementi (®., «a,.. di multiplicità (n,, n,,..n^j. 
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itlcntificandu tra loro le corrispondenti coppie di variabili (x. , y^), il co- 
variante (3) diverrà l’armoniziante dcH'emanante ©j*. 

Consideriamo due gruppi C, c G, , il primo formato dagli clementi 
(o)| , ®j. . .4'') , od il secondo dagli elementi . .®’), od inoltre due 

altri elementi ; ponendo r-+-a=t-f-;3=m, si prendano gli ema- 
nanti misti 

si avranno cosi due forme dello stesso grado n — m in (x, y), l' armoniz- 
zante delle quali sia indicato da I(r,s,a,^); sarà / di 2“ grado nei coef- 
ficienti di U, di 1“ grado rispetto alle coordinato di ciascuno degli ele- 
menti ®', ed e dei gradi » e ^ nelle coordinate di ed Ora sup- 
ponendo r-hs—n, se G, e G, sono formati con gli elementi stessi di 
U, in modo che i due gruppi non abbiano alcun elemento comune, l’e- 
quazione ^/{r,s,», /3)=0, in cui la somma 2 si estendo a tutte le di- 
stribuzioni degli elementi di U in due gruppi complementari G, e G, di 
r c di s clementi, sarà funzione simmetrica degli elementi di U, e darà 
evidentemente un covariante misto di U, il quale si troverà essere di 
3° grado nei coefficienti di U, e dei gradi » c /3 nelle variabili (x,, y.) ed 
(•■e, , <Ji )- Se ed a. coincidono tra loro in ®, si avrà invece un covariante 
di 3“ grado nei coefficienti di U, e del grado 2n — m in (x,y). Allorché n 
è pari e si pone »=/3==0, r=s=m=^n, l'equazione 
darà un invariante di U, di 3" grado nei suoi coefficienti. 

Se si eliminano (x,, y,) tra le due equazioni G,=0, U=0 , si 

avrà un’equazione del grado 2n.-m nei coefficienti di U, c del grado 
mn nelle variabili (x, ij); essa determinerà gli m n elementi armonici 
d’ordine m dei diversi clementi di U rispetto a G, ; questa equazione 
sarà evidentemente divisibile per U, ed il quoziente (del grado 
2« — (m-t-1) nei coefficienti di U, e del grado (m — l)n in (x, y)} deter- 
minerà gli (m— 1)« elementi armonici d'ordine m— 1 dei diversi cle- 
menti ffi; di V rispetto ai gruppi formati dai rimanenti. Se poi si elimi- 
nano le coordinate degli clementi ®,, ® tra l’cquazioni 

l/, = 0, U,=0...V^^ = 0 , e(n-fB)=e,e,...»^t'=0, 

l’equazione finale determinerà tutti gli elementi armonici d’ordine m , 
corrrspondenti agli emananti misti 0(n_m) di U, rispetto ai diversi 
gruppi di n — m clementi della stessa U. 

Indicando con $ un covariante di U, del grado x nei coefficienti di 
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V, c del grado y nelle variabili [x, y), se si eliminano queste variabili 
tra le due equazioni 0^ L'=0 , e 0j~'<b = O, si avrà un' equazione 
tV,=0, del grado m*4-l nei coellicicnti di U, c del grado m(v— 2)-t-n 
in {x,, y,y, essa determina un gruppo di elementi per ciascuno dei 
quali relomcnlo armonico di 1” ordino rispetto a $ coincido con uno 
degli clementi armonici d'ordine in rispetto ad U. Gli n — 1 covarianti 
\V che cosi si ottengono , dando ad m i diversi valori da 1 ad n — 1 , si 
dicono i covarianti oisociali di rispetto ad U. So $ è la stessa forma 
L\ IV, sarà evidentemente divisibile per U, ed il quoziente, di grado m 
nei coefficienti di U, o di grado m(n — 2) nelle variabili, darà, per i di- 
versi valori di m, i covarianti associati di U rispetto alla stessa U; il 
primo di questi covarianti, che corrispondo ad m=l, si vedo chiaro 
che è nullo identicamente, ed il secondo, corrispondente ad n»=2, 6 
r Ilessiano di U. L’espressione di W,, togliendo l’ indico ad (,r,, yj 
sarà 


W 


/ dt d"U m / d* y-’/ d * \ rv .,/d*\ru 

\dy/ dz“* l\dy) \dx . dx'’‘ ‘ dy~*~ \ dx / dx” 


l’iù generalmente se si eliminano' (a:, y) tra le due equazioni 0^ L'=0, 
e 0|“'‘4>=O, l’equazione che si otterrà tV,^=0, del grado mx-t-;xnei 
coefficienti di U, e del grado in (ai, , y,) determinerà 

un gruppo di clementi a>,, per ciascuno dei quali i gruppi degli clementi 
armonici d’ordine m o d’ordine fs rispetto ad U o rispetto a avranno 
un elemento di comune. Gli n — 1 covarianti tV che cosi si ottengono 
dando ad m i diversi valori da i ad n— t , o ponendo {x, y) invece di 
(all, yj, si diranno i covarianti associati di (Vordine /s, rispetto ad V. 
Se è la stessa forma U, sarà divisibile per U, ed il quoziente di 
grado m-i-pt— 1 nei coefficienti di V, e di grado 1)»— 2i«/jt 

nelle variabili darà, per i diversi valori di m, i covarianti associati di 
U, d’ordine ix, rispetto alla stessa U; il ix“ di questi covarianti, che 
corrisponde ad m=n, è chiaro che sarà nullo identicamente. 

Ponendo 

F=V,V .—'s(x,y—yxX=0 , 

che dà 

l'armonizzante della forma F, considerata come funzione di {x,, y ), o 
pure di (*/, y,), eguagliato a zero darà un’equazione di 2" grado in X, 



_ IG- 

in cui i inolliplicalori delle diverse potenze di X saranno covarianti di 
V. Lo stesso vale considerando un invariante qualunque di F, invece del 
suo armonizzante. Se poi si eliminano le variabili fra 

lo quattro equazioni 


(ix. 


= 0 , 





il cho corrisponde a cercare le posizioni degli élemonli «j ed ®, che ren- 
dono X un massimo 0 un minimo, l’equazione finale inX, che dà questi 
valori massimi 0 minimi, avrà por moltiplicatori delle diverse potenze 
di X altrettanti invarianti di U. 

Le stesse considerazioni valgono ponendo per una funzione U di grado 
2)1 la relaziono 

F=e;o;i7— l(x.!),— jr.xj=0 , 

che dà 

( 1 . 2 ... n)* 2 P n) ^ P’ (“(“,)• 


5. Forme shigetielie ed involtuioni. Siano 




più forme binarie di grado n; ogni forma U determinata dall’equazione 

(1) V=k,U,+ k,V,...-i~k,U^...+k,U,==0. 

variando i rapporti tra i coeQìcicnti X, si dirà /'orma siiij«/ica col sistema 
(L ',1 V,... U -- L',), ed i corrispondenti gruppi di n clementi, determinati 
dalla stessa equazione, si diranno tra loro in involuzione (r—l)''' di 
grado n. È chiaro che lo forme proposte U, appartengono all’ involuzio- 
ne; inoltro, prendendo convenientemente i valori dei coefficienti X,, si 
può supporre che nell' equazione (1) le r forme t/,, invece di essere le 
forme primitive che determinano la data involuzione, siano r forme qua- 
lunque appartenenti alla stessa involuzione. 

KeU'equazione (1) entrano r — 1 rapporti arbitrarli tra i coefficienti 
X , quindi ogni gruppo di un’involuzione (r— l)"' è determinato da r— 1 
condizioni, sicché dati r— 1 elementi di quel gruppo, gli altri « — iM-1 
resteranno determinati; se n<r — 1, i gruppi dell’ involuzione sono del 
tutto arbitrarli, quindi basterà considerare le involuzioni da r— 1=1 , 
cioè dalla semplice, sino ad r— l=n— 1 , 0 sia sino alla (n— 1)'". 

Ponendo 0=ifxD,-+-(fyD,, l’equazione ©"’"'l^,=0 darà (eguagliando 
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scparatamenle a zero i moltiplicatori dei diversi termini differenziali) te 
condizioni affincl)6 la forma f/ abbia un elemento m''*'; ora essendo 

( 2 ) . 


se un elemento (x, y) è m'" per tutte le formo U, sarà anche m'' per la 
forma U\ adunque se r grappi di un’ involuzione (r— 1)''* hanno un ele- 
mento comune, di un ordine qualunque di multiplicità, esso apparterrà, con- 
io stesso ordine di multiplicità, a tutti gli altri gruppi dell' involuzione. 

S’ intendano le formo U, distribuite in gruppi di r, , r,...rp forme, 
sicché si abbia la relazione . .-t-rp=r, ed indichiamo con 

t", rispettivamente una qualunque delle r, , r,. . ,r, forme ap- 

partenenti a tali gruppi ; allora se V, U’. . . V* sono in involuzione 
(r,— l/''...(rp — 1/^' con le forme U[, ogni forma in 

involuzione (p— l)''' con (If, ù"...U‘) sarà in involuzione (r— l^'^con 

Indichiamo generalmente L] con 






"(«— l)i . . ,-i . , 


se V, L\, U,...U, sono forme appartenenti ad un’ involuzione (r— 1)"' 
sarà 


( 3 ) 



a.., 



vale a dire saranno nulli tutt’i determinanti d'ordine r-t-1 che si pos- 
sono trarre dalla suddetta matrice, la quale è formala da r+1 linee oriz- 
zontali, ed n-i-1 linee verticali. 

Sia 

u = A,i'-h^A,x'''t = 0 , 

3 
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una forma coniugata armonica con le r formo U,, sarà 


-lA.i— ^ \.ì ^ 


t,a,_zf-D^a,^±B.a,-0 , 


(dovendosi prendere i segni superiori o gl'inferiori secondo che n è pari 
0 dispari) quindi se in questa equazione si pone successivamente i=l , 
2...r, i risultati si sommino, dopo di averli moltiplicati rispettivamente 
per k,, k,...k,, c si osservi che per l'equazione (1) si ha 


verrà 

(*) A‘.— f = 0 , 


vale a dire u sarà coniugata armonica con U; adunque te una forma i 
coniugala armonica con r forme appartenenti ad un' iniioluiione (r — 1)''“, 
cita tarò coniugata armonica con tulle le altre forme appartenenti alla stetta 
involuiione. 

Siccome ogni forma di grado n appartenente ad un'involuzione (r—l)"“ 
contiene a 1° grado r— 1 parametri arbitrarii A, e la condizione aOìnchè 
una forma U di grado n sia coniugata armonica con un'altra forma u 
dello stesso grado conduce ad un’equazione di 1" grado tra i coefficienti 
di U, si avrà che /'involuzione (r— 1/'' di grado n i coititiiita da tutte le 
forme di grado n, che tono coniugale armoniche con n — r-t-1 forme ar- 
bilrarie. 

Segue da ciò che tra le forme in involuzione (r— 1/'“, quelle che sono 
coniugate armoniche con s dato forme arbitrarie, apparterranno ad una 
involuzione (r— s— 1)''". 

Se H,, sono forme coniugate armoniche con U,, 

tutte le forme 6' dell’involuzione (r—1)''*' determinala da [U,, U,...U,) 
saranno coniugate armoniche con («,, ,). come viceversa tutte 

le forme u dell'involuzione (n— r)'^" determinata da (ii, , u,...u^ ,) sa- 
ranno coniugale armoniche con ({/, , U,...Uy, leformeued f/ si diranno 
Ira loro associale, adunque tutte le forme di grado ii in involuiione (r— 1 f ‘ 
sono coniugale armoniche con un sistema di n — r-t-1 forme attociale. 

Nel caso speciale di r=n, tutl'i gruppi dell'involuzione proposta 
(il— !/'■ c di grado n, saranno coniugati armonici rispetto ad una forma 
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digrado»; questa forma, indicando con »„, a,, ;3,, i deter- 

minanti ottenuti col togliere alternalivamenle la I’, la 2" eie. linea ver- 
ticale della matrice 


. I . 1 I'* . I 


Il »... »... »... K.. K.. Il 

sarà data dall’equazione 

(5) . 

dovendosi prendere i segni superiori, o gl' inferiori, secondo che »è 
pari 0 dispari. 

(i. Emananti, ed elementi multigli dell' involmione. Prendendo I’»*' 
emanante di U, rispetto ad un elemento , yj, l’equazione (I ) del nu- 
mero precedente darà 

(t) — +ks]L\ +k,n\V, , 

la forma ©]t/ sarà dunque sizigetica con le r forme L'^, c quindi i 
gruppi da essa determinati, variando i rapporti tra i coefficienti t , sa- 
ranno in involuzione (r — 1)''“. Chiamiamo corrhpondenti i gruppi che 
per i diversi valori dell’ indice s sono dati dall’equazione (1), dopo di 
aver attribuito a k, dei determinati valori; questi gruppi corrispondenti 
saranno costituiti dagli clementi armonici dei diversi ordini dell’elemento 
(x^, y.) rispetto a quella forma U dell'involuzione (r — l)’’'' che è deter- 
minala dai dati valori di k,, sicché intendendo generalmente per rap- 
porto anarmonico di quattro gruppi, rispetto ad un dato elemento, quello 
dei quattro clementi armonici di 1° ordine del dato elemento rispetto a 
quei gruppi, e chiamando ejuianarmoniche due involuzioni (r — 1/', 
(dello stesso o di diverso grado) quando i loro gruppi si corrispondono 
tra loro in modo che il rapporto anarmonico di quattro gruppi della l' in- 
voluzione, rispetto ad un dato elemento, sia eguale al rapporto anarmo- 
nico dei quattro gruppi corrispondenti della 2', rispetto al medesimo ele- 
mento,, si avrà la proprietà: te di nn elemento ti prendono, rispetto alte 
forme appartenenti ad un'imolmione (r — 1 i gruppi degli elementi armo- 




— so- 


nici dei diversi ordini, ijuesli gruppi cosliluiranno delle involuzioni (r— 
ejuianarmoniehe. 

Se l’elemento {x,y] è m’’’" per la forma U, esso dovrà verificare le m 
equazioni 


d-^_ à-'U_ 


£lUL-o 


0 , 


quindi Ira i gruppi di un’involuzione (r— l)''" ve ne saranno di quelli 
dotati di elementi multipli d’ordine m, purché sia m<r; questi elementi 
multipli si diranno gli elementi nd" dell’involuzione. Se m=r il numero 
degli clementi m"" sarà determinato; i valori dei rapporti tra i coefficienti 
A , corrispondenti ai gruppi dcll’invuluzione dotati di elementi r'’’’, sa- 
ranno determinati dalle r equazioni che , supposto »-t-/3=r— t , sono 
racchiuse nel tipo 


t2j 


•dx-d^^ - 


d-'U. 


•+à, 


d'-' U, 
dx'dy'‘ 


'dx^dy” 


dopo di aver posto in essa per unaqualunquc delle radici dell’equa- 
zione 


(3) 



P 

.... p.„ 

p... 

P 

P... 

. 

1 ?,.. 

0 

. . . . j 

! 0... 

Q.. 



= 0 , 


n r. d' ’£/ 
in CUI P =Q, = - — 
dx dy° 

L’equazione (3), di grado r(u— r-(-l) è quella le cui radici x:y de- 
terminano gli elementi r'" dell’ involuzione proposta, adunque im’inro- 
luzione (t — 1 di grado n ha r(n — r-t-1) elementi r'''. 

Se poi m<r il numero degli elementi m'” dell’involuzione è indeter- 
minato; allora, supponendo che sia («, , un sistema di forme 

associate ad {U,, si prendano di tal sistema gli emananti misti 

rispetto al gruppo di r — m elementi arbitrarii (®,, questi ema- 

nanti daranno n — r-|-l gruppi di n — r-t-m elementi, ed ogni gruppo 
coniugato armonico rispetto ad essi, unito agli clementi (®,, 
darà un gruppo della proposta involuzione (r — 1 /'■’ di grado n; ora i 
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gruppi G^, „ cosliluiscono un'involuzione (in — I di grado « — r-(-i«, 
la quale ha m(n — >■+ 1) elementi to''', adunque Ira i gruppi di iin’iiwo- 
luiione (r — I di grado n , c/ie conlengoiw r — in elementi arliiirarii, re 

ne tono in generale m(n — r-+-l) dolali di elementi m''. 

Nel caso speciale di r=n, l'involuzione proposta (» — If'" di grado 
n avrà n elementi n'"; l'equazione (3) che li determina sarà allora 



,.y ( 

. ‘'..1*+»...* • • • 

... a. + 





. . . 

= 0 


,.y ^ 


. . . 



,>y 1 

. h,.,t: + K,,g . . . 

• • • l>,„.x + b,„y 



0 sia, come è facile vedere, l'equazione 

, 

che rappresenta la forma coniugata armonica rispetto a tutte le forme 
della proposta involuzione, adunque in un' involuzione (n — l)''" digrado 
n, ogni elemento del gruppo che è coniugato armonico rispetto a tuti'i gruppi 
dell'involuzione, rappresenta un gruppo di n elementi coincidenti, appar- 
nenle alla siesta involuzione. 

So ad uno stesso sistema binario appartengono m, , involu- 

zioni di grado n, rispettivamente (r, — 1)'’“, (r, — l)r“. ..(r,, — l}»*, con- 
siderando i sistemi di forme associate a quello che determinano le date 
involuzioni, si vedrà facilmente che i gruppi comuni alle medesime in- 
voluzioni saranno coniugati armonici rispetto ad 

= » 

forme di grado n, e quindi, supposto s<n, costituiranno un'involuzione 
(n — j}'*''' di grado n. Allorché s=n vi sarà un solo gruppo comune alle 
date involuzioni; cosi, per esempio, se ad uno stesso sistema binario 
appartengono n involuzioni (n — 1)'" di grado n, indicando con 

, 1 k"— «, .i |3, , , *"■' y 0 , 


l'equazione che determina il gruppo degli clementi n'" di una qualunque 



di ques(o involuzioni, c con x, . . i detcrminunti tratti dalla 

matrice 

P,., ?... 

“#. ■ *1.1 . • ?... 


V. «... ?... ?... 

sarà 

(4) ir -t-j?.*j" ’-i-,3.s'=0 . 


l'equazione che determina il gruppo comune alle* proposto involuzioni. 

Allorché z>n, le involuzioni proposte non ammettono in generale 
gruppi comuni ; le condizioni perché ciò possa aver luogo si ottengono 
eguagliando a zero i determinanti tratti dalla matrice 


li 

A 

.... B, . 

B... 

1 A.. 

A 

.... B... 

B.,. 

: A... 

A, 

•••■ B,.. 

B... 


supponendo che 

,i ’sr -t- . 


rappresenti una qualunque delle forine associate a quelle che detenni' 
nano lo proposte involuzioni. 

7. Calalellicanli. Essendo 

L = a,x +ja,z y +KV • 


ed s<n, si consideri l'emanante misto Q[s)L’, relativo al gruppo ar- 
bitrario degli elementi (a-,, s, . . . a:,). Se questo gruppo è delerniinalo 
daU'equazionc 


V=/,x'-+-y/-,i— y -t-js.ry ==0 . 


( 1 ) 


, , „ d'V t t u s , U t , d'I 

1^‘dx^ ^ 


d'U 


dT 


. d‘U 
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ovvero, ponendo eJ 

^ ’ 

». = J. KJ, 


(sicché per ^-)-y=r «i ha A^=B,) 

<0 

Ciò posto, supponiamo che la forma (2) debba essere conio j^ata ar- 
monica con l’altra 

(3) ♦ = ■.,*'-.-^.,1' ’s -HjP.xs"'-»-?.»' . 

qualunque sia il gruppo (®, , dovrà verificarsi per ciò la rela- 

ziono 

(*) :pjB.«.±B,«.= 0 , 


indipendentemente da foif,‘ -g,,gt, si avranno cosi *+-l equazioni omo- 
genee di i* grado tra le r-Hl incognite /?,, ~ j/3, . •• -Tj»,. ±*o i * 
coeilìcienti delle quali costituiscono la matrice M 


(5) 




K. 

b. 




a. 


Or.l 


K 


di r+1 linee verticali, ed ZH-I lince orizzontali. Se r<« le condizioni 
[i] saranno verificate qualora si annullino i determinanti d'ordine r-i-1 
che si possono formare con la suddetta matrice (condizioni che esprime- 
remo col simbolo M=0), ed in tale supposizione i rapporti tra i coelli- 
cienti di 4> avranno un solo valore; le forme (2) saranno 
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quindi al variare del gruppo (a:,, coniugale armoniche con l'u- 

nica forma e coalituiranno perciò un’involuzione (r — 1 )'’'' di grader. 

1 determinanti d'ordine r-f-1 tratti dalla matrice 4/ (i quali, por la pro- 
prietà geometrica espressa dal loro annullarsi, formano evidentemente un 
plesso invariante di grado r+l) si diranno costituire il plesso calatelti~ 
conte di V, d'ordine s — r. 

Se poi r=s= 5 » (il che può accadere solo per n pari) per verificare le 
condizioni (4) dovrà essere nullo l'unico determinante d’orilinej n ■+■ I 
che in tal caso si può formare con la matrice il. Questo determinante 
si chiama il cataletticanle di U. 

Finalmente se r>», le condizioni (4) saranno verificate prendendo per 

a, /3„ convenienti espressioni lineari di r — s quantità arbitrarie; 
le forme ( 2 ) saranno quindi, al variare di {a.’„ a-,. coniugate armoni- 
che con un sistema di r — s forme <I>, e costituiranno perciò una involu- 
zione s''' di grado r. 

Dalle cose dette si ha quindi la proprietà; se rispetto ad uno forma V 
si prendono, relatiramentc ad (o',, a',..,®,), gli elementi armonici d'ordine 
n — s = r, il gritpiH) G, di r elementi, che cosi si ottiene, al variare di 
(a>,, a-,...®,), apparterrà ad un' iiitolinione s'’'" di grado r, quando r>s; 
se poi 1 = 8 , opure r<s, il gruppo apparterrà ad nn'inroluiione (r — if'" 
di grado r, qualora si annulli il cataletticanle , o pure il plesso calaletli- 
canle d'ordine s — r della furma L’. 

Gli elementi del gruppo (a-, , a-,. . .a- ) si possono supporre coincidenti 
tra loro in modo qualunque; se tutti coincidono con un elemento ®,, e 
si ha r<*, i gruppi G,,. degli elementi armonici aj^, d’ordine r, di ®_, 
rispetto ad {.'apparterranno ad un'involuzione (r — If'' di grado r, qua- 
lora si abbia il—0. In tale supposizione i gruppi G^ . degli elementi ar- 
monici d'ordine s, di rispetto ad U saranno coniugati armonici 
rispetto alla forma 

( 6 ) ♦ = *.*'- 1 - • 

allorché le »-t-I incognite /3„, — J|3 , ... hF | verificano le r-t -1 
equazioni omogenee di 1 ° grado, i coeflìcicnti dello quali costituiscono 
la matrice N, che si ricava da il cambiando le lince orizzontali in ver- 
ticali, e viceversa. Ora per le condizioni espresse dal simbolo 4/=0, 
è facile vedere che delle suddette equazioni di t° grado ognuna è con- 
seguenza di tutte le altre , onde esse saranno verificate ponendo per 
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convenicnli esprossioni lineari di a — r-+- 1 quantità arbi- 
trarie; i gruppi G,^ saranno quindi, al variare di se, , coniugali armonici 
con un sistema di t — r+1 forme (0), c costituiranno perciò un’involii- 
siono (r — 1 di grado s. Adunque, extendo U una forma digraiin n=r-t-s, 

fd r<s, le t grufili degli elementi armonici d’ordine c di un e/emenin 
arbitrario a’,, rujietto ad U sono in inioliitione (r — Ij' ' di grado r, (o sin 
se si annulla il plesso catalelliranle di U d’ordine s — r), anche i gruppi 
G, degli elementi armonici d'ordine s, di un elemento arbitrario <» , ri- 
spetto ad U saranno in inrolmione (r — l}''' di grado s. 

E chiaro che questa proprietà vale ancora per r=»= Jn.Scpoi r>*. 
i gruppi G,j apparterranno gcncralnicnle ad un’involuzione ' di grado 
r, e questa involuzione si ridurrà ad essere (s — 1)''' di grado r, allorché 
si annulla il plesso catalelticante di [/ d'ordine r — *; allora i gruppi 
G, j apparterranno anche ail un'involuzione 's — 1)''" di grado s. 

Se si annulla il plesso catalelticante di t' di un dato ordine, eviden- 
temente si annulleranno ancora i plessi catalelticanti d’ordine inferiore, 
quindi se si verificano le proprietà precedenti per un determinato valore 
assoluto di s — r, si verificheranno ancora per tuli’ i valori più piccoli 
della stessa quantità. Segue da ciò che indicando con S — li il massimo 
ordine del plesso catalelticante che si suppone nullo, per ogni altro di 
ordine inferiore s — r, ponendo 5 — s=r — lì=S, il numero delle forme 
<t> coniugato armoniche con le forme (2) sarà aumentato di S, e quindi 
di altrettanto sarà diminuito l’ordine delle involuzioni costituite dalle 
medesime forme (2). 

Le proprietà espresse dall’ annullarsi del catalelticante, o del plesso 
catalotticanlc di un certo ordine, di una forma, possono applicarsi ai suoi 
emananti. Se r ò un numero pari, il catalelticante della forma (2), cioè del- 
l’emanante misto di U rispetto al gruppo di s clementi (.v,, a’,.. 
sarà un covariante misto di V, del grado j(r-f-2) nei coelficienti di U, 
e dello stesso grado nelle coordinate dei diversi cle- 

menti 4), del gruppo («,, a.',. . .a!,. . .<uj. Se tutti gli elementi di questo 
gruppo coincidono con a>, sicché la forma {2,i sia l’emanante d’ordine 
.t=n — r di U rispetto ad ai, il catalelticante di questo emanante sarà un 
covariante di U del grado J(r-t-2) nei coeflicienii di V, e del grado 
}{r-(-2)(n — r) nelle variabili {.r,g}-, dando quindi ad r i diversi valori 
possibili, si avrà una scala di covarianti di U, intercalati per n pari, o 
pure dispari, lia il catalelticante, o pure il canoninante, di U ed il suo 
Hessiano. 
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Ponendo 

• 

. 

(sicché per ft + f=r=ih, si ha A^=B,) il catalcUicanle dcll’einanante 
d'ordine >=n — r di U rispetto all’elemento <b sarà espresso dal deter- 
minante 


A, 

d. 

.... A,_, 

A. 

A. 

A 

....A, 

Ay. 

B... 

B 

. . . . B. 

B. 

B* 

B*. 

B, 

B. 


al quale, ponendo h-\-s=n — h=k, potrà darsi la forma 



k 

k 


1 

t ‘ 


k 

* 







i». 6. 




i ’ 

6, 

U. 

à. 


1 ‘ ■ 

1 ‘ * 

y*'. 

A-l-t j 

ft+l t , *.« 

1 ® 



A-f-i ^ 

y . — j-y * 




y*' .±*” 


Se rè un numero disparì, considerando invece del catalotticante della 
forma (2) il suo canoniszante , cioè il cataletticante del primo emanante 
della stessa forma rispetto ad un elemento a>', o sia il cataletticante del- 
l'cmananle misto, relativo al gruppo (a>,, del primo ema- 

nante di U rispetto ad a;', si avrà un covariante misto di U, del grado 
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^(r-t-l) noi cocfflcifnti di U, e dello stesso grado ^(fH-1) nelle coordi- 
nate di <k', e dei diversi clementi del gruppo (n),, 6c 

tutti gli clementi di questo gruppo coincidono con a:, sicché la forma 
'2) sia l'emanante d’ordine s=n — r di U rispetto ad a>, il canonizzante 
di questo emanante sarà un covariante misto di U, del grado ^(r+1) 
nei coefficienti di U, dello stesso grado -^(r-i-l) in {ar', y’), e del grado 
J-{r-t-l)(ft — r) nelle variabili {x, y). Ponendo ancora 

= y _.iy — 

®' = *r . 

(sicché per (*-(-y=r=2/i-i- 1 si ha A^=B,) il canonizzante dcH'cma- 
nanle d'ordine t=n — r di U rispetto airclemento ai sarà espresso dal 
determinante 


1 A,x' 



1 A,x’ -t-.t,y' 

i 




B.i’ 

B, ,x B,y- 



al quale, ponendo A-(-i=n — {-~k=Jc , a^x'-^a^_^y'=a'^ , b„,.T'-hb,y'=b‘, 
(sicché per n-(-v=n — 1 si ha a'^—b',) potrà darsi la forma (7) in cui 
si cambiano le a e le é in a' o b'. 

Essendo n un numero pari 2é, cerchiamo il gruppo (tv,, ai,...aj tale 
che l'emanante misto di U rispetto a questo gruppo sia rappresentato 
da un elemento «, appartenente allo stesso gruppo, e multiplo d'ordine 
h. L'equazione (2), ponendo r=»=A, fz-t-v=/i, ed indicando con X 
un coefficiente indeterminato, darà l’uoa o l'altra dello condizioni 


k h 

9» j^/A-t9t ^ 9 I 

, h h 

)'* »■ . 


quindi dando successivamente a /a o a y, nella prima o nella seconda di 



-28 — 

ossc, i valori 0, 1 ,2...h si avranno, insionie all’nquazionr 

• A , , k , 

il.» 

(la quale esprime clic ® appartiene al gruppo (®, , ®,. . .®,) A+2 equa- 
zioni omogenee di i° grado fra lo altrettante ignote 

9,,-ja 

le quali saranno perciò determinate. Adunque l'elemento » sarà dato 
dall’ equazione 


». 

a, 

«4-. 

». . y 

». 

a 

». 


• 

K 

‘s 

». 


». 

»*- 

.... 6. 

±x* 

y\ 

A A.. 

X 

1* 

» 

+f»* 

,±*‘, 0 


ed il gruppo (®,, ®,...® 4 ) sarò determinato, per ciascuna radice x^:y^ 
deU’equazioue (8), dalla forma che si ottiene ponendo nell'ultima linea, 
orizzontalo o verticale, del detcrniinantc (8) le quantità , yj in vece 
delle variabili {a:, y). 

Il determinante (8) dicesi il cataìctiicanle bordalo di U. Se n £ un nu- 
mero dispari 2/i+1 , s'istituirà la ricerca precedente sul primo emanante 
dif/rispetlg ad un elemento®' ; ponendo o^a:'-ha^ ,y’=o;.,i,,,.V+6.y'=é, 
(sicché per fz-|-y=n — 1 si haa,;=i() e cambiando nel determinante (8) 
le a e £ in a' e b\ si otterrà cosi il cationi natile bordato di U. Allo stesso 
modo si possono avere i cataletticanti, o pure i canonizzanti, bordati dei 
diversi emananti di U. 

8. Cunotiinanti. Consideriamo un forma C'di grado dispari 2n-l, c sia 

(l; t’=.a.x- •-<---“* «.x'-’j, + ; 

se di un elemento arbitrario ®' si prendono rispetto ad U gli elementi 
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armonici d’ordine n, il gruppo di n elementi che così si ottiene, al va- 
riare di d'*, apparterrà (per le proprietà precedentemente dimostrate) ad 
un'involuzione (n — 1)'''“ di grado n, o sia sarà coniugato armonico ri- 
spetto ad una forma tV di grado n, la quale forma determina ancoragli 
elementi n''* della stessa involuzione. L'espressione della forma W è 


( 2 ) 


0 sia 


( 2 ) 


W = 




• 

H 

1 

zfix'~'y,±x' 



.... a^, «, 

». 0 

», »,.. 

4 . b 

.... b, b. 

K G. 

.... b, b. 

«a* -T-a,y 


».* >••• 




Kx 

à,* -t-i.» 


Ciò posto, cerchiamo di ridurre U alla così detta forma canonica 
(3) U=[p,x + q, y )'"- ’-h {p.x + j. j)"-' + {p.x+q.y)"- , 

vale a dire di esprimerla con la somma di n potenze (2n — 1)’**di bino- 
mii lineari in x ed y; il problema è determinato, poiché le due espres- 
sioni (1) e (3) contengono ambedue 2n costanti. Ponendo p, »■+-?, y=«, 
ed r-i-«=2(n — 1 ), se si eguagliano le due espressioni di . e di 
date da (i) e (3), si avrà 



K.,x-hb.y=u,p\q', + uy.q', +n.p‘y • 

quindi prendendo successivamente per s o r i numeri 0,l,2...2(n— 1), 
e ponendo 


p" ‘ 

pr‘ .... 

Pi-' 

pr’?. 

pr‘? 

pr'j. 

p.?r* 

p.ir'..-. 

p.C’ 


ìT' •■■■ 

«r 


= n(P.?,— P/9.)’- 
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il simbolo di prodotto FI estendendosi a tutte le combinazioni a due a due 
degli n indici di p e f, si troverà 

tV=n«, u, u. 

i fattori u, , . - «.di \V adunque sono appunto quei binoinii che en- 

trano nella forma canonica di U; per questa proprietà il covariante W 
dicesi il canonizzante di U; adunque il canonizzante di atta forma binaria 
di grado dispari 2n — 1 i rappresentato dagli n elementi n'' ' dell’involuzione 
(n — i)''' di grado n, costituita dai grappi degli elementi armonici di ordine 
n di un elemento arbitrario rispetto alla forma proposta; o ciò che vate lo stes- 
so, il canonizzante è rappresentato da quel gruppo di n elementi, col quale 
sono coniugati armonici luti' i grujtpi della suddetta involuzione. 

Se la forma V è di grado pari 2», c sia 

( 4 ) U=a,x'’~-^-~a,x""‘y 

prendendo di un elemento arbitrario «'gli elementi armonici d'ordine n 
rispetto ad U, il gruppo di n elementi cho cosi si ottiene apparterrà, al 
variare di ®', ad un’involuzione (n — 1)'’*' di grado n, allorché si annulla 
il calalettieante di U, o sia allorché si ha la relazione 


( 5 ) 



In tal caso il gruppo di n clementi , col quale sono coniugati armonici 
tutfi gruppi della suddetta involuzione, o sia il gruppo degli » elementi 
della stessa involuzione , sarà determinato da una qualunque delle 
forme, che, togliendo una linea orizzontale, vien espressa dal simbolo 


(«) 
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o puro eia 



; a^x -i- a,y , . . . 


X . o.y li 





(«) 

1V=|| 


' ! 

. . . ! . 


j -1-^» 


-hh,y 


i +K-,y • • • ■ 

. ... . b X 

6.y i: 


I coefticieiili dei diversi termini di IV, ordinali rispetto ad y, x, sono 
gli elementi reciproci dei diversi elementi di una linea orizzontale di F. 
Ciò posto, volendo ridurre U alla forma canonicn 

(7) U={p,z -f- ?,»)•"+ (p.r-t-v.if)’" + y.y)'", 


dovrà sussistere una certa relazione tra i coellicienti di U, poiché l' c- 
spressione (7) ha una costante di meno di (4). l'er trovare questa rela- 
zione, si ponga come sopra p.x-^q.y=u., ed r-l-j=.2», indi si egua- 


glino le due espressioni di -y-rr^ , 

dx dy 

cosi 


e di 


d'-'F 


date da (4) c |7); si avrà 




‘,=pi«:+pi9* +py.. 


e quindi, dando successivamente ad s o r i diversi valori 0,1, j...:ìn, 
verrà 

Il p7 p: ri I - 

i pr’9. pr'?. p; '9, i 

r = 

I p.9i ’ p.9r‘ p-9: 

il 97 97 97 



eguale cioè a zero, per le note proprietà del prodotto di due matrici ret- 
tangolari (*ii la relazione cercala adunque non è diversa da (3). 


(*) BALTZEn. Th^one der lìeterminanten. 
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(T''V 

Se ora, posto r-4-t=2n — 1, si eguaglino le due espressioni di , 
e di date da (4) e (7), operando come sopra, togliendo in (6) l'ul- 
tima 0 pure la prima linea orizzontale, e ponendo 

si avrà 

0 pure tV=j, 9 ,. ..j.nii, 

i Tattori u,,u,...u, di tV sono dunque quei binomii che entrano nella 
forma canonica di U. Chiamando W (nell’ ipotesi di T^O) il canonii- 
zante di U, si avrà quindi la proprietà: una forma binaria di grado pari 
2n potrà ridarsi alla forma canonica (espressa dalla somma di n potenze 
2n~ di binomii lineari nelle variabili J allorché si annulla il suo cataletti- 
rante; in tal caso il canonizzante della forma è rappresentato dagli n ele- 
menti n''' dell' involuzione (n — l)'''" di grado n , costituita dai gruppi degli 
elementi armonici di ordine n di un elemento arbitrario rispetto alla forma 
proposta; o sia il canonizzante è rappresentato dal gruppo di n dementi, 
col quale sono coniugati armonici tutl'i gruppi della suddetta involuzione. 

La precedente riduzione di una forma binaria, di grado dispari o pa- 
ri, alla forma canonica non ammette che un sol modo di soluzione. La 
forma canonica (7) di (4) però non essendo generale, si suol prendere 
per forma canonica di una forma U di grado pari l'espressione 

(*) {/=:«, -+-»!' u]”-)-2n(2n — t). . ■ 

in cui si ba come sopra u,=p,x-t-q^g, X dinota una costante indetermi- 
nata , ir è eguale al prodotto u,,u, ...ii, , e v è una forma binaria di grado 
n assoggettata alla condizione ebe l'emanante misto di vie rispetto agli 
elementi di ic sia la stessa forma ir. l’oncndo 



la condizione cui deve soddisfare r sarà evidentemente espressa dall’i- 
dentità 

j <r. VII' iT.vw n iT.vu' iT.v» 

-^T*' ■ 

Ciò posto; se si prende l'emanante misto di U rispetto agli elementi 
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cii , e si osserva che l’emanantc misto di u*" rispello ai detti elementi 
è identicamente nullo, perchè gli clementi armonici d’ordine qualunque 
di K, rispetto ad u" sono indeterminati, requar.ione (8) darà 

rU n d'.U _n rU ^ d'U 

^•dx' \^‘dx'-‘du ^V'~dxdy-‘^'‘df~ 

2»(2n— !)...(» +-t)>(».x''-l-^i<,x'''V 

e quindi, eguagliando tra loro i moltiplicatori delle potenru simili di x 
ed y nei due membri di questa equazione, si avranno n-4-l equazioni 
omogenee di 1“ grado tra le »-t-l ignote^», — ...=F yx,> ±» o, icoef- 
cienli delle quali costituiscono il determinante 


(9) 


A = 


• “.-1 • 


. a,±-l, o. 


Kt . h, b, 

4-1 , b^, b. b. 


Segue da ciò che il coefficiente X sarà determinato dall' equazione 
A=0, 0 la forma io sarà data da una qualunque delle forme che, to- 
gliendo una linea orizzontale al determinante A , sono espresse dal 
simbolo 

y', — Tx—'y .ix" 

0. 0 . 

I ». » 

(tO) V, = 



L’equazione A=iO essendo di grado n-f-1 in X, la riduzione di U 
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— al- 
alia l'orma canonica (8) potrà farsi in n-t-1 modi. La forma w, per quel 
clic si è detto , determina un gruppo di » elementi (®,, tali die, 

prendendo di U l'emanante misto rispetto ad (x, , il gruppo di n 

clementi che cosi si ottiene coincide con lo stesso gruppo (®, , 

L'n’nllra rappresentazione di io si avrà come segue. 

■f Essendo x' un elemento arbitrario, o X un coefficiente indeterminato, 

.si consideri il gruppo di n clementi rappresentalo dall'equazione 

so questo gruppo, al variare di ®', sì vuole che sìa sempre coniugata ar- 
monico rispetto ad una forma U’ di grado n, esprimendo analiticamente 
questo condizioni, si avranno per determinare i coefficienti di U'ic stesse 
equazioni di pocanzi per detorminarc i coefficienti di te ; sarà quindi ^ 

\\'=ir. Adunque il ennoniaaante ir di 6 rappresentato dal gruppo ri- / 

spetto al quale sono coniugati armonici tutt'i gruppi C' che al variare 
di ®' sono determinanti daH'cquazionc [11} per un valore di X dato dal- 
reipiazione A=0, o sia è rappresentato dal gruppo degli clementi n'" del- 
r involuzione (n — 1)''' di grado n, costituita dai medesimi gruppi C[. 
Indicando con ® un elemento qualunque di G', c con II e FI' le potenze 
di X ed ®' rispetto a due gruppi complementari di n clementi di U, l'e- 
quazione (11) che determina G' esprimerà la relazione 

1. 2... n2nn' = 2»(2n — l)...(in-i)MP- 

Segue da ciò che X è un invariante di L', e quindi saranno anche invarianti 
di questa forma i moltiplicatori delle diverse potenze di X nell'equazione 
A=0. L'invariante A si dice il Lanidoide di U. 
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